g1, Odpowiedz: 43 wyrazy, od a* do a®.

Rozwiqzanie P
n+2 51 (n+2)l -

2024 [3 2024 3%(n-1)! 2024 (n+2)(n+1)n _
AT (n+1)! Tl (n+1)-n! Y (n+1)-n!
2024 (n+2)n__n2+2n—-2024__(n—44)(n+46)

n! n! n! n!

a,>0=n- 44 <0<=n<d4

Rozquzame

{ f(—1)==1<:>

Rozquzame

A\Y /
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Zadanie 2.3] Odpowied: m e (-1, 1) .

Rozwigzanie

f(X) =2X+1

g(x)=r(-x)=2>" -

h(x):g(x)=2—x+1_2 .

k(x)=[27+* ~2|-1 ' \

IZ'X+1—2|=m+1<:> v \ ;zkx) et
2'”1—21_1=m<:>k(x)=m 3 2[4\ 3 | 4 | X
Wykorzystamy wykres z zadania 2.2. 1

Zadanie 3,

Rozw:qzame

2
x3 —3x? +3x+1 x(x —3x+3)+1 X [x—ij +§ +1
2 4
3)Y 3_3
Dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnoé¢ (x——) +Z>Z>O'

2
Zgodnie z zatozeniem x > 0, wiec x[(x—é) +i]>0 , czyli nieréwno$é x*> —3x*> +3x+1>0 jest

prawdziwa.
Il sposéb

Niech f(x)=x>—-3x*+3x+1.
Wtedy f'(x)=3x*—-6x* +3:3(x—1)2 >0dlax=1.
Zatem w przedziatach (—o,1), (1,+) funkcja jest rosnaca, a poniewat funkcja f jest ciagta, wiec jest

rosnaca w przedziale (—o, +o0). Jednoczeénie £(0) = 1, wigc dla x >0 mamy f(x) > 1 > 0.

Il sposéb :

f(x)=x* -3x® +3x+1=(x-1)’+2. : Y ]

Funkcja h(x)=x> jest funkcja rosnaca w R, a wykres 3 ,'l o0 =lx F1)P 42
funkcji f otrzymujemy przesuwajac wykres funkcji h 2/ ,'/

o wektor [1,2], wiec funkeja f tez jest rosnaca. : D Al e
(x-1)’+2=0& (x-1)’ =2 | e E
x-1=-P =x=1-3" = ’1:'1 1 B S T
Zatem ; 1
x3-3x2+3x+1=(x—1)3+2>0 dla x>1-32, tym bar- L

dziej dla x > 0. '

zé"&'?ﬁ‘fé‘h Odpowiedi: -2, -2, ©—-2, 2n—2

Rozwiqzanie

~ Wartosci funkcji trygonometrycznej tangens s rowne wtedy i tylko wtedy, gdy réznia sie o ca{kowna
wielokrotno$¢ liczby wt. Zatem

2x+3=x+1+km, gdzie k jest liczbg catkowita

Stad

X=km—2



Wyznaczymy rozwigzania nalezgce do przedziatu [—21t,27t]
—2n<kn-2<2n

—2+—2-<1'rg2+3
T T

Zatem ke{-1,0,1,2}.

Rozwigzania nalezace do przedziatu [-2m, 2n]: -n~2, -2, ©—2, 2n—2.

Ekadahie 5} Odpowiedz: 360.

Rozwigzanie
Liczby bez zera

4 ;
Cyfry 1i 2 mozemy postawic¢ na (2] =6 sposobow. .

Na pozostatych pozycjach‘ stawiamy cyfry rézne od 0, 1, 2.
Mozna to zrobié¢ na 7-7 =49 sposobow.
Zatem liczb bez 0 jest 6-49=294 .

Liczby z jednym zerem

3
Zero mozemy postawi¢ na [1]=3 sposoby.

3
Cyfry 1i 2 mozemy postawi¢ na [2)=3 sposoby.

Na ostatnie wolnej pozycji stawiamy cyfre rézng od 0, 1, 2.
Mozna to zrobi¢ na 7 sposobow.
Zatem liczb z jednym zerem jest 3:3-7=63.

Liczby z dwoma zerami

3
Zera mozemy postawié na [2J=3 sposoby.

2
Cyfry 1i 2 mozemy postawi¢ na (2J=1 sposob.

Zatem liczb z dwoma zerami jest 3:1=3.

294 + 63 + 3 =360
Il sposéb

Liczby czterocyfrowe sa postaci a,a,a,a, .
Gdy a, =1, to cyfre 2 mozemy postawi¢ na (J =3 sposoby.

Na pozostatych pozycjach stawiamy cyfry réine od 1, 2.
Mozna to zrobi¢ na 8:8 =64 sposoby.
Zatem takich liczb jest 3-64=192,

¢ 3
Gdy a, #0,1,2, to cyfry 1, 2 mozemy postawié na (2) =3 sposoby.

Cyfre a, mozemy wybraé na 7 sposobéw.

Na ostatnie wolnej pozycji stawiamy cyfre rézng od 1, 2.
Mozna to zrobié¢ na 8 sposobow.

Zatem takich liczb jest 3:-7-8=168.

192 + 168 = 360



Zadanie 6!

Rozwiqzanie
Oznaczenia takie jak na rysunku obok.

a =a, — katy oparte na tym samym tuku
a=a, — boa+y=90°oraz a, +y =90°
Zatem o, =a,, czyli wysokos¢ BD tréjka-

ta BGH zawiera sie w dwusiecznej, wiec
jest srodkowa.

Stad teza |DH|=|DG|.

Zadanie 7, Odpowiedz: 3\£E

Rozwigzanie

Niech |CD|=a, |CB|=b, |DE|=d.

Twierdzenie o dwusiecznej

L=2<:>Sa=63—90<:>14a=63®a=2

7 a5 2

b T & shegatTbe b bae = ;
9-b 5 . 4.

Twierdzenie cosinuséw dla tréjkata ABC
cosy _NAC #1BCl' —|AB] _81+49-25 105 _5
e 2ad e 2 S

Twierdzenie cosinuséw dla tréjkata EDC
441 81 o215

d’*=b*+0’-2-a-b-cosy =——+—-2.=.2=.2
160 4" 5 ahe

441+324-630 135
16 16

Zadanie 8.1] Odpowieds: S, =(3,-1), n,= J5; s, = (-3,1), ,= 3.5
Rozwigzanie

X2 +y? —6x-‘|-2y+5=0<:>(x—3)2 +(y+1)2 =5
X +y? +6x—2y—35=0 (x+3) +(y—1)* =45
$,=(3,-1),n=+5 |

S,=(-3,1), =35



2

Zadanie 8.23 Odpowiedi: A=(3+%,_1+ﬂ]' B=[3—£,—1—-3£)
2 2

Rozwiqzanie

Wspétrzedne punktdw przeciecia okregéw s3 rozwigzaniami uktadu réwnaf
x* +y* —6x+2y+5=0

{x2+y2+6x-2y—35=0

Dodajac stronami otrzymujemy

2(x* +y*)-30=0

X +y* =15

Podstawiajac do pierwszego réwnania otrzymujemy

15-6x+2y +5=0

y=3x-10

Podstawiamy do pierwszego réwnania przeksztatconego do postaci (x—3)2 +(y+1)2 =5

(x=3) +(3x-9) =5

10(x-3)f' =5

lub pal

32 32
2

=i Sy A
y = y

Zadanie 8.3,
Rozwiqzanie
$,=(3,-1), =5

S,=(-3,1), r, =35

Wspdlne styczne nie s3 prostopadte do osi

uktadu wspétrzednych, wigc mozna je opisaé
réwnaniem kierunkowym,

y=ax+boax-y+b=0
Wykorzystujac wzér na odlegto$é punktu od
prostej otrzymujemy
(Ba+1+b
pavivh_
Vot +1

|-3a-1+b|
fess @il i

J5
| Vai+1
Dzielgc stronami otrzymujemy
Ba+1+p 1
|-3a-1+ b| = 3

Odpowiedz: y = —2x + 10; y=%x—5




3|3a+1+b|=|—3b—1+b|
9a+3+3b=-3a-1+blub%9% +3+3b=3a+1-b
2b=-12a-4lub4b =-6a -2
b 5o vlibb= o
2 2

Podstawiajac do pierwszego réwnania otrzymujemy

[3a-1|=[5(a? +1) lub §a+-;— =/5(a* +1)

! 1
9¢* +6a+1=5a*+5 lub %a2+§a+z=502+5

4a° +6a—4=0lub 110> -6a+19=0

1
Rozwiazania pierwszego rownania a=-2 lub a =E
Drugie réwnanie nie ma rozwiézaﬁ (A=36—4-11-19<0).
Zatem :

a=-2 a:1
Ty lub 2
i b=-5

Réwnania stycznych
y=-2x=10

1
==X
4 27

Il sposéb
$,=(3,-1), r=v5;5,=(-3,1), =35

Oznaczenia takie jak na rysunku

15,5, =67 +(-2)" =40 =210

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata S,5,E,

wynika, ze [$,£|=+40-20 =25, czyli tréj-
kat S,S,E jest rownoramienny. Zatem stycz-
ne sg nachylone do prostej tréjkata S,S, pod
katem 45°,

Punkt O = (0, 0) jest érodkiem odcinka tréj-
kata S,S,. Poniewaz tréjkat tréjkata S,FC jest

podobny do tréjkata S,S,E w skali %, wiec

punkt S, jest Srodkiem odcinka OF. Zatem F = (6, —2).

Wspotczynnik kierunkowy prostej 5,5, wynosi a= _31 —31 = —% =tga .
+
Wspétczynniki kierunkowe stycznych
e ! +1
ko
0, =tg(a+45°)= 101805 & 3l
1-tga -tg45° 1.2



tga—tgds° 3 -1

= - %)= -
a, =tg(a —45°) Trtgatgty . T

Réwnania stycznych

y=%(x-6)—2=%x—5

y=-2(x-6)-2x+10

Odpowiedi: P= %\/ﬁ

Rozwiqzanie
Przekrojem jest trapez ABEF (rysunek obok)
o podstawach |AB|=6, |EF|=3 oraz ramio-

nach |AF|=|BE| =343,

Wysokos¢ trapezu

h=|,27—2=\/§=3\/1_1
4 4 2

Pole trapezu

P==-(6+3)-2v11=2 11
2 2 4

_, 2. Odpowieds: |EF|=3V3.
Rozwiqzanie
Odcinek EF jest srodkowa w tréjkacie AED
(rysunek) o bokach

|AD|=6, |DE|=3+3, |AE|=3V5.

Dlugos¢ odcinka AE obliczamy wykorzystujac
trojkat prostokatny AES.

|AE| =62 +32 =35




Twierdzenie cosinuséw dla tréjkatéw ADE i AFE
36+45-27 54

3
268N s aye

|EF[* =9+45-2.3.3y5.—_=54-27=27,

245

cosa =

stad |EF|=3+3.

Mozna tez wyznaczy¢ |EF| bez odwotywania sie do twier-
dzenia cosinuséw. ;

Niech EE, bedzie wysokoscia w tréjkacie ADE oraz ]EE1| =X.
Twierdzenie Pitagorasa :

(3V5) ~(6-x =(3V3) -»
45 —36 + 12x — x? = 27 — x?
3

x==
2

Zatem wysoko$¢ EE, jest jednoczesnie srodkowa w tréj-
kacie DEF, wiec tréjkat DEF jest rownoramlenny, czyli

|EF|=|ED|=343..

Il sposéb

Punkty G i H s $rodkami krawedzi odeWIed-
nio BC i DS (patrz rysunek).

Punkty G i E s3 Srodkami bokdéw tréjkata
réwnobocznego BCS o boku dfugoéci 6, wiec
|EG| = 3.

Analogicznie |EH| = 3 oraz |FH| =3,

Odcinki FG i EH sg réwnolegte do krawedzi
DC, wiec FG||EH , czyli punkty F, G, E, H s3
wierzchotkami trapezu réwnoramiennego.

3/5 33

Wykorzystujac twierdzenie Pitagorasa dla
tréjkatéw EFE, oraz GEE, (patrz rysunek)
otrzymujemy

2 2
g\ & ,81 ; (3]
— —_ h =,—+3 —-| = =
|EF| \/(2) ¥ 4 2
72

= 7=3.\3

~|o
m
-



Zadaniedo] Odpowiedz: y=-2x+10, |AB|=5V5, A = (5, 0), 8 = (0, 10)

Rozwigzanie
Réwnanie prostej k Ay

y=a(x—1)+8,ae(—oo,0) 8
Wspotrzedne punktow A, B

A=(£_—§,O), B=(0,—a+8)
a

Dtugosé¢ odcinka AB

y=a(x—1)+8

’ a-8 2 2
= || — -8 -
lABI ( a ) +(a ) 0=(0,0) Ali v

d(a)=(g;—8)2+(a—8)2 ~(a-8) -(aizﬂj, ae(-,0)

Dtugos¢ odcinka AB jest najmniejsza wtedy, gdy d(a) jest najmniejsza.
Zatem

e s)( +1)+(a 8) ___z(a 8)- (— 1"51_+¢78J
2(a-8)- [1+ ) 3("3—8)(a +8) |

a
Uwzgledniajac dziedzine funkcji d otrzymujemy
d'(a)=0ad’+8=0&0=-2
d'(a)>0<a’ +8>0<>ae(-2,0)

d'(a)<0<a’ +8<0 &< ae(—»,—2)

a (—oo, —2) 72 (_2' 0)
d'(a) — 0 ch
: M-inimum .
D(a) \ lokalne /
W przedziale (—00, 0) minimum jest wartoscig najmniejsza.
d(—2)=100-(%+1)=125

|aB|=5/5

Réwnanie prostej y =—2x+10, |AB|=5v5, A = (5, 0), 8 = (0, 10)
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